
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکرات پیش از آزمون:

 ضمن آرزوی موفقیت برای شما داوطلب گرامی، خواهشمند است به نکات زیر دقیقاً توجه فرمایید:

  است. ساعت ۴و وقت آن  سؤال ۹تعداد سؤالات این آزمون 

 شود نام و نام خانوادگی خود را حتماً بنویسید.بر روی هر برگه پیش نویس که به شما داده می 

  ای ننویسید.بالای پاسخنامه غیر از جواب سؤالات هیچ علامت یا عبارت مشخصه نیچخطدر زیر 

 آوری نماید.را ملاحظه و جمع هاآنتا مسئول مربوط بتواند  دیدارنگهی خود را در دسترس و کارنامه نامهیمعرف 

  نباشد، مجاز است. یزیربرنامهقابلمهندسی که  حسابنیماشاستفاده از 

 به هر شکل که باشند، مجاز نیست. هاآلماناکها و های نجومی، اطلساستفاده از جدول 

 شود. لذا آن را قبل از شروع آزمون به مسئول ف محسوب میهنگام آزمون همراه داشتن تلفن همراه )خاموش یا روشن( تخل

 حوزه تحویل دهید.

  اعلام خواهد شد. خردادماهنتایج این آزمون در اواخر 

 است. شدههیته کامبیز خالقیی تشریحی این آزمون توسط آقای پاسخنامه 

 

 و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات 
 اولمرحله 

 ۱۳72سال  ریاضیلمپیاد ی ادوره یازدهمین

-                                  6                                     ۱۸۰ 

 تذکرات آزمون:

 پژوه گرامی، خواهشمند است قبل از پاسخ به سؤالات آزمون به موارد زیر توجه کنید:ضمن آرزوی موفقیت برای شما دانش

  است.دقیقه  ۱۸۰و وقت آن ی تشریحی مسأله 6این آزمون شامل 

 حساب در این آزمون غیر مجاز است.استفاده از ماشین 

  نیستهمراه داشتن تلفن همراه )حتی خاموش( در طول زمان آزمون مجاز. 

 داشته باشند.ی سؤالات را با خود ببرند که تا پایان آزمون در جلسه حضور توانند دفترچهفقط داوطلبانی می 

  انجام شده است.ی اجرایی ماخ کمیتهانتشار و بازتولید این سوالات توسط 

 

 

 

 استفاده از ماشین حساب ممنوع است.



 

۲     
 

 

 

 ۱۳7۲سال                            ۱۱دوره  اولمرحله 

 ی المپیاد ریاضیی اول یازدهمین دورههای مرحلهمسأله

 ۱۳7۲آموزان کشور، آذر  ماه دانش

 

 اگر تفاضل مکعبات دو عدد صحیح و متوالی، توان دوم یک عدد باشد، نشان دهید این عدد برابر حاصل جمع توان دوم دو عدد        -1

 صحیح و متوالی است.            

 

 قطع  C1و  B1رو را به ترتیب در ـلاع روبـاض CPو  BPت ـوط راسـطـم، خـیـکناختیار می ABCرا درون مثلث  Pی نقطه       -2

روی نیمساز  Pباهم برابرند، آنگاه ثابت کنید  PCB1و  PBC1های دو مثلث ها و هم محیطکنند. اگر بدانیم که هم مساحتمی           

 قرار دارد. Aی درونی زاویه

 

fی تابع پیوسته       -3 fی معادله cای پیدا کنید که برای هر گونهرا به : x c(  دقیقاً سه جواب داشته باشد. (

 

xی ثابت کنید معادله        -4 y2 33 1 xهای در اعداد گویا فقط دارای جواب 4 yو  1  است. 1

 

     های کنیم تا اضلاع و کمانخطوط دلخواهی رسم می Cو  A ،Bگیریم. از نقاط ی محیطی آن را در نظر میو دایره ABCمثلث        -5

 قطع کنند. ثابت کنید اگر حاصل عبارت  Pو  Pو  Nو  M  ،Nو  Mروبرو را به ترتیب در             

AM BN CP
T

MM NN PP
  

Tاند. سپس نشان دهید مینیمم شود، آنگاه سه خط مزبور همرس 12. 

 

ی فرض کنید خانواده       -6
n

A A A{ , ,..., }1 2 𝒜  که ازn شده است دارای این خاصیت باشد ی متمایز ناتهی تشکیلمجموعه 

 باشد. اگر  𝒜دوباره عضوی از  𝒜که اجتماع هر دو عضو از             

n
A A A...1 2  

که 
i
A  تعداد اعضای

i
A  است؛ وA1 nوجود دارد که عضو حداقل  x، نشان دهید عضوی مانند 2

2
  ها است. تا از این مجموعه 

(a تر یا مساوی ترین عدد صحیح بزرگیعنی کوچکa.) 
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 ۱۳7۲سال                       ۱۱دوره  اولمرحله 

 ی المپیاد ریاضیی اول یازدهمین دورهمرحلههای مسألهحل 

 ۱۳7۲دانش آموزان کشور، آذرماه 

 

nفرض کنید   nبرای         -1 n k( )3 3 kعددی فرد است  k. درنتیجه  21 m( )2  ، ولی داریم 1

n n n n k( )3 3 2 21 3 3 1   

n n n n n( ) ( ) ( )2 2 24 3 3 1 1 3 4 4 1 3 2 1  
 از طرف دیگر،

n n m m m( ) ( ) ( )( )2 24 3 3 1 1 4 2 1 1 4 1 4 3 

m4 m4و   1 m4ها مربع کامل است ولی اند، پس یکی از آننسبت به هم اول  3 گاه مربع کامل نیست، پس هیچ  3

m t( )24 1 2 m. یعنی  1 t t( )2 22 1 1. 

 

Sهای مساوی هستند، یعنیها و محیطدو مثلثی باشند که دارای مساحت  PCB1و   PBC1فرض کنیم دو مثلث        -2 S   

pو             p2  دانیم کهمی. 2

S pr
pr p r r r

S p r
   

 است.  PM=PNبرابرند درنتیجه  PNJو  PMIی الزاویهپس دو مثلث قائم

PMولی  p BC1   وPN p CB1  و یاp BC p CB1  و یاBC CB1  . از طرف دیگر 1

S BC h
h h

S CB h

.

.

1

1

1
2
1
2

  

 واقع است.  Aروی نیمساز  Pفاصله است. یعنی به یک ACو  ABاز دو ضلع  Pی یعنی نقطه

 

 

yبدیهی است که باید خط        -3 c   نمودار تابعy f x(  نقطه قطع کند. را دقیقاً در سه  (

y توان از هر دو طرف ادامه داد.را می به همین ترتیب         f x( )



 

۴     
 

 

 

 ۱۳7۲سال                            ۱۱دوره  اولمرحله 

با تبدیل         -4
x

u
3 1
2

 شودنتیجه می  

u u y u u y( ) ( ) ( )2 3 3 3 31 3 2 1 3   

nی فرما در حالت که آخرین قضیه uهای بدیهی است و فقط جواب  3 uو   1  وجود دارد. پس  2

u
x y

u
,

1
1 1

2
   

 

 کنیم که ابتدا توجه می       -5

AM BN CP
T

MM NN PP
3   

 مینیمم است هرگاه  Tپس 

AM BN CP

MM NN PP
  

پای ارتفاع  Hو  BCبه  Mپای عمود از   BC ،Qوسط کمان  BC ،Mبه   Mپای عمود از  Qحال اگر مینیمم شود، 

 باشد، داریم BCبه  Aوارد از 

AM AH AH AD

MM M Q M Q DM
 

الذکر نیمسازهای مثلث باشند. اما وقتی این خطوط نیمسازها باشند وقتی مینیمم است که خطوط فوق Tگیریم که پس نتیجه می

 پای نیمساز است(، داریم M)یعنی درواقع ازاینجا به بعد 

AM AM AM AM b c

MM MM AM BM MC a bc

( )2 2 2 2

2
 

 دانیمو می

AM b c

MM a

2

1   

 به همین ترتیب

BN a c CP a b

NN b PP c
,

2 2

1 1  

 پس 

b c a c a b a b a c b c ab ac bc
T

a b b a b c a b c

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4 4
3 3 12  

 

 

 

 



 

 

5 
 

 

 

 ۱۳7۲سال                       ۱۱دوره  اولمرحله 

 گیریم. دو حالت زیر را در نظر می       -6

A1الف(           A . فرض کنید  1 a{ هستند، با  aهایی را که شامل عضو ، تمام مجموعه 1{
a
S   و بقیه را با

a
S   نشان

دهیم. نشان خواهیم داد که می
a a
S S  به ازای هر .i a

A S  توان یک مجموعه در میa
S  پیدا کردi

A a( { و غیر   ({

نیز در   A1ها، از آن
a
S  .است 

A1ب(  A. فرض کنید 2 a b{ ,  و  1{

هستند   bو  aهایی که شامل مجموعه
ab
S  

هستند  aهایی که فقط شامل مجموعه
a
S  

هستند   bهایی که فقط شاملمجموعه
b
S 

نیستند   bو  aیک از هایی که شامل هیچمجموعه
ab
S 

به هر 
i ab
A S ی مجموعه

i
A a b{ , در  {

ab
S کنیم، پسرا متناظر می 

ab ab
S S  

پس اگر مثلاً 
a b
S S باشد آنگاه 

ab a b ab
S S S S 

هستند  aهایی که شامل درنتیجه تعداد آن
ab a
S S تر یا مساوی نصف تعداد کل است.بزرگ 

 


